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Re´sume´ :
Nous montrons qu’un filament e´lastique peut eˆtre instable vis-a`-vis de l’instabilite´ de Plateau : une
modulation longitudinale du rayon diminue la surface d’un cylindre, conduisant a` une de´stabilisation
capillaire. Les forces e´lastiques s’y opposent. De cette compe´tition naˆıt un seuil d’instabilite´ que nous
avons observe´ expe´rimentalement. La valeur de ce seuil est en accord avec la the´orie que nous avons
de´veloppe´e.
Abstract :
We report the observation of a Plateau instability in a thin filament of solid gel with a very small
elastic modulus. A longitudinal undulation of the surface of the cylinder reduces its area thereby
triggering capillary instability, but is counterbalanced by elastic forces following the deformation.
This competition leads to a nontrivial instability threshold for a solid cylinder. The onset of linear
instability is when the radius of the cylinder is one-sixth of this length scale, in agreement with theory
presented here.
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1 Introduction
La forme que prend un volume donne´ de liquide re´sulte, au moins en partie, de sa tendance a` re´duire
la surface afin de diminuer l’e´nergie capillaire. Le cylindre n’est pas la forme de surface minimale, le
minimum absolu e´tant pour la sphe`re. Ce n’est pas non plus un minimum local puisqu’une modulation
longitudinale du rayon conduit a` une diminution de la surface. L’instabilite´ de Rayleigh-Plateau, qui
se traduit pas la de´stabilisation d’un cylindre liquide, en est une conse´quence directe [1, 2, 3, 4]. La
tension de surface existe aussi pour un solide, mais ses effets sont alors la plupart du temps inob-
servables. La dimension du rapport lc = γ/µ, ou` µ est le module e´lastique de cisaillement et γ est
la tension de surface, est une longueur. Cette longueur, appele´e ici longueur e´lasto-capillaire, de´finit
la limite entre deux re´gimes : sur des e´chelles de longueur plus grandes que lc, l’e´nergie e´lastique
domine l’e´nergie capillaire. Le contraire se produit sur des e´chelles de longueurs infe´rieures a` lc. Cette
longueur est microscopique pour la plupart des solides car tension de surface et module de cisaillement
proviennent d’interactions microscopiques, et donc leur rapport est de l’ordre de grandeur de la porte´e
de ces interactions, i.e., une fraction de nanome`tres. lc n’est donc pas une grandeur pertinente pour la
me´canique des milieux continus : les effets capillaires sont alors absents. Cependant, pour des solides
e´lastiques tre`s mous, comme certains e´lastome`res, ou certains gels, lc est macroscopique. En effet, pour
des syste`mes complexes compose´s de grandes mole´cules, tension de surface et module de cisaillement
sont re´gis par des interactions diffe´rentes. Le module de cisaillement de´pend essentiellement des inter-
actions entre ces mole´cules, interactions qui se font sur de grandes distances (par exemple, la distance
qui se´pare deux points de re´ticulation), alors que la tension de surface est pilote´e par la densite´ de
monome`res dans le cas d’un e´lastome`re, et par le solvant dans le cas d’un gel. La tension de surface
1
21e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Bordeaux, 26 au 30 aouˆt 2013
est, pour tous ces syste`mes, de l’ordre de quelques dizaines de mN/m. Pour un gel, le module de
cisaillement peut descendre jusqu’a` quelques dizaines de Pa. La longueur e´lasto-capillaire est alors de
l’ordre du millime`tre, ce qui est bien au dessus des tailles microscopiques !
Le me´canisme de´stabilisant de l’instabilite´ de Rayleigh-Plateau pourrait donc se manifester pour
un cylindre e´lastique constitue´ d’un tel mate´riau. Dans ce cas, au gain d’e´nergie ge´ne´re´ par une
modulation longitudinale du rayon s’ajoute un coup en e´nergie e´lastique, d’ou` une compe´tition entre
effets e´lastiques et capillaires. La seule e´chelle de longueur ge´ome´trique du cylindre (infiniment long) est
le rayon (ρ0). L’autre e´chelle de longueur est la longueur e´lasto-capillaire lc. D’apre`s la discussion qui
pre´ce`de, les effets e´lastiques (stabilisants) domineront lorsque ρ0  lc, alors que les effets de´stabilisants
seront importants lorsque ρ0  lc. On peut donc s’attendre a` ce que l’introduction de l’e´lasticite´
enrichisse la physique de l’instabilite´ de Plateau, en particulier par l’existence d’un seuil.
2 Approche the´orique
Supposons qu’un cylindre e´lastique (incompressible, de module de cisaillement µ et de rayon ρ0)
soit transfe´re´ d’un environnement a` un autre de telle sorte que la tension de surface passe de 0 a`
γ. Le cylindre se de´forme alors. Conside´rons une perturbation axi-syme´trique du rayon de la forme
r(z) = ρ0 + εa cos(kz) − a24ρ0 ε2. ε × a est l’amplitude de la perturbation (ε  1) et k est le nombre
d’onde. Le terme quadratique en  est ne´cessaire pour satisfaire a` la condition d’incompressibilite´ a`
l’ordre 2.
Figure 1 – Sche´ma d’un cylindre a` base circulaire avant et apre`s avoir subi une de´formation longitu-
dinal de son rayon.
L’aire de la surface du cylindre perturbe´ est, rapporte´e a` l’unite´ de longueur :
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On constate que pour ρ0k < 1, cette surface est infe´rieure a` celle du cylindre droit : un cylindre liquide
est donc toujours instable, ce qui correspond a` l’instabilite´ de Rayleigh-Plateau [1, 2, 3, 4].
Pour un cylindre solide, l’e´nergie pre´sente une contribution volumique. On l’obtient en calculant
l’e´nergie e´lastique associe´e a` la perturbation du cylindre droit (par unite´ de longueur) :
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ou` α est un facteur nume´rique proche de l’unite´ traduisant le fait que la de´formation n’est pas radi-
alement invariante. La variation d’e´nergie totale est la somme des variations d’e´nergies de surface et
de volume :
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La forme cylindrique est stable si n’importe quelle perturbation entraˆıne une augmentation de l’e´nergie
totale. Dans le cas contraire, le cylindre se de´forme spontanne´ment vers la configuration d’e´nergie plus
basse. D’apre`s Eq. 2, la variation totale d’e´nergie (E) peut prendre des valeurs ne´gatives seulement si :
− γ
µρ0
+ α ≤ 0.
La compe´tition entre e´lasticite´ et capillarite´ conduit donc a` un seuil non trivial dans la cas d’un
cylindre solide, ce qui marque une diffe´rence importante par rapport au cas liquide. Le calcul complet
tenant compte de la de´pendance radiale de la de´formation conduit a` α = 6 [5, 6] : le seuil de stabilite´
correspond donc a :
γ = 6µρ0. (4)
Un cylindre dont le diame`tre est infe´rieur au tiers de la longueur e´lasto-capillaire est instable. Sinon,
il est stable. Comme attendu, le rayon critique est d’autant plus grand que le module de cisaillement
est faible (i.e., le mate´riau est mou).
3 Expe´riences
Nous avons re´alise´ des cylindres de gel d’agar de diffe´rents rayons et diffe´rentes concentrations (entre
0,16% et 0,5% en masse) pour faire varier les modules e´lastiques. Les cylindres d’agar sont obtenus
en injectant une solution liquide d’agar (a` 90 degre´s) dans un moule re´alise´ en polystyre`ne. Un cadre
rigide joint les deux extre´mite´s par l’interme´diaire d’un exce`s de solution d’agar. L’ensemble est laisse´
a` tempe´rature ambiante durant cinq heures. Le moule est alors dissout par immersion dans du tolue`ne.
On obtient un filament de gel d’agar immerge´ dans du tolue`ne. La longueur du filament est d’environ
2 cm, son rayon de´pend de la taille du moule, entre 150 et 260 microns.
Une instabilite´ de surface apparaˆıt a` la fin de la dissolution pour certaines valeurs du rayon du cylin-
dre et du module de cisaillement du gel. Les filaments de grandes concentrations d’agar et/ou grands
diame`tres restent cylindriques. Pour les plus faibles concentrations et les plus petits diame`tres, les fila-
ments se cassent en plusieurs morceaux au cours de la dissolution. Pour des rayons et des concentrations
interme´diaires, la surface pre´sente des ondulations statiques et permanentes (Fig. 2,(b),(c),(d)). La
figure 3 fait le bilan pour les diffe´rents cylindres teste´s. Le plan (µ, ρ0) est divise´ en deux zones, l’une
correspond aux cylindres stables, l’autre aux cylindres instables. Notons que dans ces expe´riences, la
tension de surface reste constante. L’eau e´tant le solvant des gels, cette tension de surface est identique
a` la tension de surface entre l’eau et le tolue`ne (γ = 36, 5 mN/m).
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Figure 2 – Forme d’e´quilibre des cylindres d’agar
immerge´s dans du tolue`ne pour diffe´rentes valeurs du
module de cisaillement (entre 12 et 27 Pa). Le rayon
vaut ρ0 = 240µm. L’instabilite´ de surface est observe´e
lorsque γ/(µρ0) > 6, 2.
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Figure 3 – Les symboles vides correspondent a` des
cylindres stables ; les symboles pleins a` des cylindres
instables. La courbe trace´e, d’e´quation ρ0 =
1
6
γ
µ , cor-
respond a` la pre´diction the´orique (4). Nous avons pris
pour γ la valeur tabule´e de la tension de surface eau-
tolue`ne.
Nous avons trace´ sur la meˆme figure la pre´diction the´orique du seuil d’instabilite´ (4) sans parame`tre
ajustable. Le bon accord observe´ est un argument fort pour affirmer que la capillarite´ est a` l’origine
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de l’instabilite´ observe´e, et que le seuil d’instabilite´ provient d’une compe´tition entre e´lasticite´ et cap-
illarite´ [6].
Tanaka et Matsuo [7] ont eux aussi observe´ une instabilite´ se manifestant par une modulation longitu-
dinale du rayon d’un cylindre constitue´ d’un gel. Dans leurs expe´riences, le liquide situe´ a` l’exte´rieur
du cylindre est le solvant du gel. La composition de ce liquide est ensuite modifie´e pour qu’une partie
du solvant quitte le gel. Lors de ce processus, le cylindre n’est plus homoge´ne puisque le solvant quitte
le gel par la surface. La zone pe´riphe´rique est moins gonfle´e que la partie centrale : le module de ci-
saillement est plus e´leve´ au voisinage de la surface du cylindre qu’au centre. Par ailleurs, en raison de
la miscibilite´ entre le liquide exte´rieur et le solvant, la tension de surface est dans ce cas microscopique
[8]. Il s’agit donc d’une instabilite´ de nature physique diffe´rente de celle que nous avons observe´e dans
cette e´tude.
4 Conclusions et perpectives
Nous avons montre´ ce que devient l’instabilite´ de Plateau lorsque le liquide est remplace´ par un
e´lastique mou. Le bon accord entre expe´riences et the´orie nous a permis de prouver que les effets
capillaires de´stabilisent un cylindre e´lastique a` partir du moment ou` le diame`tre du cylindre est
infe´rieur au rapport entre la tension de surface et le module d’Young du mate´riau constituant le
cylindre. D’un point de vue plus fondamental, ce travail prouve que la tension de surface peut avoir
un effet sur la forme d’e´quilibre d’un solide e´lastique.
La longueur d’onde finie observe´e et la forme des ondulations des cylindres, sinuso¨ıdale pre`s du seuil
et nettement plus complique´e loin du seuil avec des zones de rayons constants se´pare´es par de fines
constrictions (Fig. 2), montrent l’inte´reˆt de de´velopper une analyse non-line´aire.
Cette instabilite´ pourrait intervenir dans des processus biologiques, par exemple lors de la formation
de filaments, ou lors de la formation de structures en forme de chapelet dans des fibres nerveuses
mye´linise´es [9]. Elle pourrait aussi servir de base pour un proce´de´ de fabrication de fibres a` rayon
variable de pe´riode contoˆle´e. Avec des pe´riodes de l’ordre de grandeur des longueurs d’onde optiques,
ces cylindres pourraient servir de fibres optiques ayant des bandes de longueurs d’onde interdites.
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